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1. まえがき
非線形回路，あるいはそれを区分的線形近似すること
により得られる区分的線形回路のすべての直流解を求め
る問題に対して，整数計画法を用いることで実現容易性
を考慮したアルゴリズムが提案されている [1] [2]．この手
法は近年の整数計画法の驚異的発展により初めて可能と
なったもので，これまで提案されてきた様々なアルゴリズ
ムと比較して，既存の高性能な整数計画ソフトウェアを
用いることで実装が容易であるという利点がある．
本論文では整数計画法を用いた全解探索アルゴリズム
を，新たに整数計画法を用いた非線形回路の特性曲線解
析及び変動解析に拡張し，すでに提案されているアルゴ
リズムと比べ，実現容易なアルゴリズムを提案する．
本研究が目指すものは，大規模問題を高速に解くことで
はなく，複雑なプログラムを作ることなく簡単に非線形
回路の特性曲線解析及び変動解析を行うことにある．
2. 0  1変数を用いた区分的線形関数の表現
0  1変数を用いて区分的線形関数を表現する方法には
様々な方法があるが，本論文では古くから提案されてい
る  フォームを用いる [3]．
次のような形の区分的線形方程式を 0  1変数を用いて
表現することを考える．
f(x)
4
= Pg(x) +Qx  r = 0 (1)
ただし，x = (x1; x2;    ; xn)T 2 Rn は n次元変数ベク
トル，g(x) = [g1(x1); g2(x2);    ; gn(xn)]T は Rn から
Rnへの区分的線形関数（ただし各成分は一変数），P，Q
は n  n定数行列，r は n次元定数ベクトルである．ま
た，f(x) = [f1(x); f2(x);    ; fn(x)]T とする．区分的線
形関数 gi(xi)はすべてK 本の線分からなるものとする．
変数 xi に対する初期領域の区間を [li; ui]とする．また
区分的線形関数 gi(xi)の分点を li = ai0 < ai1 <    <
aiK = ui とし，各分点での区分的線形関数 gi(xi)の値を
bij = gi(aij)とする．
式 (1) を  フォームを用いて表現すると正の補助変
数 ij(i = 1; 2;    ; n; j = 1; 2;    ;K)，0   1 変数
ij(i = 1; 2;    ; n; j = 1; 2;    ;K) を導入することに
より
Py +Qx  r = 0
xi = ai0 +
KX
j=1
ij
yi = bi0 +
KX
j=1
bij   bij 1
aij   aij 1 ij
i1i1 <= i1 <= i1
...
ij 1ij 1 <= ij 1 <= ij 1ij 2
ijij <= ij <= ijij 1
ij+1ij+1 <= ij+1 <= ij+1ij
...
0 <= iK <= iKiK 1 i = 1; 2;    ; n
(2)
式 (2)のように表現することができる．式 (1)のすべて
の解を求める場合は，式 (2)を制約条件とした混合整数計
画問題に定式化し，その混合整数計画問題のすべての解
を求めることで可能である．
3. 整数計画法のソフトウェア:IBM ILOG
CPLEX
混合整数計画問題を解くためのソフトウェアについて
説明する．IBM ILOG CPLEX（以下 CPLEXと略記）
は IBM社が提供する，線形計画問題，混合整数計画問題，
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図 1 特性曲線の描画
二次計画問題などを解くことのできる最適化ソフトウェア
である．バージョン 11までは商用のソフトウェアであっ
たが，バージョン 12からはアカデミックフリーとなって
おり，商用目的でない研究者や学生ならば，IBMのライ
センスを登録することによって無償で利用することがで
きる．
CPLEX には解プール（solution pool）という機能が
あり，この機能を利用することにより簡単に全解探索を行
うことができる．解プールとは混合整数計画問題の制約
条件を満たす解を求め保存する機能であり，これにより
複数の解を簡単に求めることができる．すなわち解プー
ルの機能を用いて混合整数計画問題を解くと，付加制約
を追加し繰り返し混合整数計画問題を解き直す手間を省
くことができ，たった一度の解析で制約条件を満たす解
（すなわち初期領域Dに存在する式 (1)のすべての解）を
求めることができる．
4. 整数計画法を用いた非線形回路の特性解析
4. 1 対象とする問題
本論文では 1ポート非線形抵抗回路の特性曲線を求め
る問題を考える．ただし回路には (n  2)個の非線形抵抗
が含まれるものとする．回路方程式として混合方程式 [5]
を考えそれを区分的線形近似すると，1ポート回路は次の
ような式で記述できる．
f(x)
4
= P
2666664
g1(x1)
...
gn 2(xn 2)
i
3777775+Q
2666664
x1
...
xn 2
v
3777775  r = 0 (3)
ただし，x = (x1;    ; xn 2; v; i)T 2 Rn は n次元変数
ベクトル，gi(xi)(i = 1; 2;    ; n   2)は回路に含まれる
非線形抵抗の特性を表す非線形関数を区分的線形近似し
た区分的線形関数，P，Qは (n  1) (n  1)行列，rは
(n  1)次元ベクトルである．本論文ではこのような変数
の数 nに対して方程式の数が n   1となる方程式のすべ
ての解曲線を求める問題を考える．
4. 2 特性曲線の探索
式 (3)を フォームを用いて混合整数計画問題に定式化
したものを CPLEXを用いて解くことを考える．目的関
数は v の最大化とする．解が曲線となるとき解の数は無
限となるので事実上列挙しきれない．このようなとき解
プールには整数変数の組み合わせにつき１つの解が蓄え
られる．整数変数の組み合わせは各線形領域に対応する．
ここで目的関数が v の最大化であるから各線形領域内で
vが最大の点が求められる．この混合整数計画問題を目的
関数 v の最大化，最小化の２回解くことで解曲線が通過
するすべての区分的線形領域で解曲線の端点 (図 1参照)
が求まるのでそれを結ぶことで特性曲線を求めることが
できる．
5. 数 値 例
例題 1 文献 [?]で例題として解かれている図 2のトラン
ジスタ回路に対して本手法を適用した．分割数はK = 32
とし，得られた結果を図 3に示す．
6. 整数計画法を用いた非線形回路の変動解析
6. 1 対象とする問題
素子特性を区分的台形写像で表した非線形抵抗を区分
的台形抵抗と呼ぶ．本節では，n個の区分的台形抵抗と線
形抵抗，電源により構成される区分的台形抵抗回路を考
える．このような回路は次のような区分的台形方程式で
記述できる．
f(x)
4
= Pg(x) +Qx  r = 0 (4)
ただし，x = (x1; x2;    ; xn)T 2 Rnは区分的台形抵抗
の枝電圧または枝電流を要素とする n次元変数ベクトル，
g(x) = [g1(x1); g2(x2);    ; gn(xn)]T は抵抗の特性を表
す区分的台形写像，P，Qは回路の構造によって決まる
nn定数行列，rは電源の値によって決まる n次元定数ベ
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図 2 4 トランジスタ回路
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図 3 4 トランジスタ回路の特性曲線
クトルである．また，f(x) = [f1(x); f2(x);    ; fn(x)]T
とする．簡単のため，区分的台形写像 gi(xi) はすべ
て K 個の台形により表現されるものとし，式 (4) で
g(xi)(i = 1; 2;    ; n) がすべて台形写像となるような
領域を台形領域と呼ぶことにする．台形領域の総数はKn
となる．本論文では，Kn個の台形領域からなる初期領域
D に存在する式 (4)のすべての解集合を含む領域を求め
る問題を考える．
6. 2 変 動 解 析
式 (4)を フォームを用いて混合整数計画問題に定式化
し，それを解くことを考える．ただし k = 1; 2;    ; nで
ある．変動解析の場合，抵抗の特性の変動を集合値写像
で表すため素子特性を表す yi の式が 2つの不等式で表さ
れている．混合整数計画問題を x1 の最大化，最小化と 2
回解くと各区分的台形領域で求めたい解集合について x1
の上限と下限が求まる．これを描画したい変数方向に関
して行うことで解集合を含む台形領域の集合を求めるこ
とができる．2次元上に描画する場合は計 4回，混合整数
計画問題を解くことですべての解集合を含む領域を求め
ることができる．
7. 数 値 例
例題 1 文献 [9]で例題 2として解かれている n個のトン
ネルダイオードを含む回路に対して n = 2として解析を
行った．結果を図 4に示す．実線が解集合を含む台形領域
の集合．
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図 4 提案手法 (5.3 節)
例題 2 文献 [9] で例題として解かれている回路につい
て考える．トンネルダイオードの特性として素子特性
を表す非線形関数を上下に w=2 だけ平行移動するこ
とにより得られる幅 w の区分的台形写像を使用した．
w = 0:2; 0:4; 0:6; 0:8としたときの結果を図 5(a)(b)(c)(d)
に示す．破線が SPICEを用いた感度解析での結果である．
8. む す び
本論文では，整数計画法を用いた非線形回路の特性曲線
解析及び，変動解析法を提案した．数値例より特性曲線解
析では複雑な特性曲線であっても途切れなく求められて
いる．また複数の解曲線であっても求めることができる．
変動解析では解集合を含むより小さな多面体を求めるこ
とができる．本手法は CPLEXの解プール機能を用いる
ことで，特性曲線解析では 2回，変動解析では 4回混合
整数計画問題を解くだけで容易に解析を行うことができ，
また CPLEXという優れた整数計画ソフトウェアを用い
ることで複雑なプログラムを用いる必要がなく簡単に実
装が可能である．
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図 5 例題 2 　解析結果
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